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Abstract. The article deals with the development 
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educational process to solve one of the most common 
problems in the theory of elasticity – the calculation 
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Современные темпы развития различных 
отраслей машиностроения и строительства вы-
двигают необходимость в  подготовке молодых 
специалистов-инженеров, владеющих практи-
ческими навыками инженерных расчетов кон-
струкций и сооружений и хорошо понимающих 
динамические явления, происходящие в  ма-
шинах и  механизмах. Для повышения интере-
са студентов к  инженерному делу и  быстрой 
адаптации на начальных этапах инженерной 
деятельности необходима подготовка к  прак-
тической работе. Эта подготовка подразумева-
ет использование самых современных методов 
расчета и средств проведения испытаний с по-
следующей обработкой результатов измерений 
и  правильного принятия решения по выбору 
оптимального варианта конструкции  [1]. В  то 
же время необходимо более активно развивать 
у студентов творческий подход и самостоятель-
ное мышление при моделировании процессов 
упругих систем и деформирования тел [2].
В курсе прикладной теории упругости (ос-
новы инженерных расчетов) в  Строительном 
институте Уральского федерального универси-
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тета (УрФУ) рассматривается расчет 
двух основных распространенных эле-
ментов строительных конструкций: 
балки-стенки  [3,  4] и  прямоугольной 
плиты (пластины). В  расчетно-гра-
фической работе (РГР) студенты вы-
полняют расчет данных элементов 
конструкций численным методом ко-
нечных разностей.
Расчет тонких пластин на попереч-
ную нагрузку (рис. 1) сводится к реше-
нию дифференциального уравнение 
изгиба пластины Софи Жермен и Ла-
гранжа [5], которое имеет вид
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- µ   — цилиндрическая 
жесткость пластины;
w(x, y) — функция прогибов сере-
динной плоскости;
q — внешняя нагрузка;





нение (1) дополняется граничными ус-
ловиями на контуре:
• для шарнирно опертого края: 
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 • для защемленного края: 







где n — нормаль к контуру пластины.
Для решения дифференциального 
уравнения (1) применяется численный 
метод конечных разностей. На рас-
четную схему пластины (серединную 
плоскость) наносится сетка с размера-
ми ячеек Δx и Δy, а значения функции 
прогибов w(x, y) определяются только 
в узлах этой сетки.
 На рис.  2 показана сетка с  ква-




цией узлов. Дифференциальное уравнение (1) в конечных 
разностях для сетки с квадратными ячейками, записан-
ное для центрального узла с номером 0, имеет вид [5]
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где k0  — весовой коэффициент, указывающий на какой 
части площадки с размерами Δx и Δy в окрестности узла 0 
приложена распределенная нагрузка;
P0 — сосредоточенная сила в узле 0.
(2)
(1)
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Таких уравнений необходимо записать 
столько, сколько узловых точек внутри области, 
ограниченной контуром пластины. Для их запи-
си удобно воспользоваться шаблоном. Шаблон, 
представленный на рис. 3, — это символическая 
запись конечно-разностного уравнения (2). Он 
последовательно накладывается центральной 
окружностью на все узлы сетки внутри контура 
пластины, и в левой части уравнений будет сум-
ма прогибов во всех точках, попавших в шаблон 
с  соответствующими коэффициентами, в  пра-
вой части — слагаемые с нагрузками.
При записи уравнений для узлов вблизи 
контура пластины в них войдут значения проги-
бов как в точках на контуре, так и за контуром. 
Значения прогибов в  контурных и  в  законтур-
ных точках определяются из граничных условий.
Таким образом, задача сводится к  опреде-
лению прогибов во всех узловых точках сетки 
из решения системы линейных алгебраических 
уравнений.
После определения значений прогибов пла-
стины во всех узлах сетки определяются вну-




















= - + µ ∂ ∂ 
 ∂ ∂
= - + µ ∂ ∂ 
∂
= - - µ
∂ ∂
Уравнения в конечных разностях (3), запи-
санные для центрального узла с номером 0 (см. 
рис. 2) имеют вид [5]
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 После определения внутренних усилий 
в  узлах сетки (4) вычисляются напряжения. 
Максимальные напряжения действуют на по-

























На основе рассмотренного математическо-
го аппарата разработан алгоритм расчета тон-
ких пластин на поперечную нагрузку. По этому 
алгоритму написана программа для ЭВМ  [6], 
позволяющая определять перемещения, вну-
тренние усилия и напряжения в прямоугольной 
пластине в  широком диапазоне изменения ге-
ометрических, физических и  силовых параме-
тров с визуализацией результатов расчета.
Для расчета применяется приближенный 
численный метод конечных разностей, следова-
тельно, точность решения задачи сильно зави-
сит от размеров ячеек сетки Δx и Δy. Применяя 
программу расчета и уменьшая размеры ячеек, 
можно получить решение с любой необходимой 
точностью.
Студенты, выполняя расчетно-графические 
расчеты (РГР), разрабатывают математическую 
модель своей пластины и сопоставляют резуль-
таты исследований с расчетами на ЭВМ. Анали-
зируя расчеты, они определяют наиболее опас-
ные состояния системы.
Программа имеет интуитивно понятный 
интерфейс, не требующий специальных ин-
струкций и  подготовки (рис.  4). Все обозначе-
ния и элементы управления соответствуют об-
щепринятым.
Использование разработанной программы 
позволяет существенно сократить время расче-
та пластин при выполнении РГР с  получением 
более точных результатов и анализировать пове-
дение упругой системы в рамках задаваемых гео-
метрических, физических и силовых параметров, 
т. е. работа переходит в стадию исследования.
Также в лаборатории испытания материалов 
Уральского федерального университета находят-
ся две лабораторные установки, позволяющие 
проводить испытания квадратных пластинок: 
защемленной по контуру на действие равномер-
но распределенной нагрузки и шарнирно опер-
той по контуру на действие сосредоточенных 
сил. Проводится непосредственное измерение 




каторов и определение деформаций и напряже-
ний электротензометрическим методом.
На рис.  4 показано окно программы для 
ввода исходных данных для расчета пластины. 
Здесь вводят геометрические размеры, условия 
закрепления, внешние нагрузки, физические 
константы материала и  параметры сетки для 
численного расчета конструкции методом ко-
нечных разностей.
На рис. 5–8 приведены окна программы для 
отображения результатов расчета. Здесь вы-
водятся в  графическом виде эпюры прогибов 
и  внутренних усилий в  различных вертикаль-
ных и горизонтальных сечениях.
Для анализа и обработки результатов расче-
та создается отчет. В отчете в табличном и гра-
фическом видах печатаются все исходные дан-
ные задачи и результаты расчета во всех узлах 
сетки: величины прогибов, внутренних усилий, 
а также максимальных нормальных и касатель-
ных напряжений.
Студенты, выполняющие лабораторные ра-
боты, наглядно представляют работу пластин 
на изгиб при действии поперечной нагрузки 
Рис. 4. Окно ввода исходных данных
Рис. 5. Эпюры прогибов
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Рис. 8. Эпюры крутящих моментов Mxy
Рис. 7. Эпюры изгибающих моментов My
Рис. 6. Эпюры изгибающих моментов Mx
и сравнивают результаты эксперимента с теоре-
тическими расчетами.
Таким образом, использование программы 
в  учебном процессе позволяет студентам до-
биться необходимого решения задачи, осущест-
вляя за ним контроль, и  свести к  минимуму 
консультации с  преподавателем. Также в  дан-
ном курсе происходит знакомство с  современ-
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